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某些点值非扩张映象的不动点
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摘要:在紧距离空间中讨论了某些点值非扩张型映象对、映象集的公共不动点的存在性与迭代逼近

问题,推广和改进了 Seelbach 和丁协平等人的主要结果.
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1  引言和定义
非扩张映象是 Banach压缩映象的推广, 这种映象在近代许多数学分支, 如非线性半群, 遍

历理论和单调算子理论有着许多重要的应用.

数年来,许多数学家在定义集为紧性和凸性的条件下讨论非扩张型映射的不动点问题, 在

放宽紧性条件方面, Browder[ 1] , Kirk [ 2] , Petryshyn[ 3]分别在 Banach空间作了一些重要工作.在凸性

条件方面,继 Dotson[ 4] , Guseman[ 5]的重要工作之后, 又有较多的重要改进.

Kannan
[ 6]
在紧距离空间内研究了非扩张Kannan 型映射的不动点问题, Seelbach

[ 7]
推广了他

的某些结果到映射对的情形.

本文在紧距离空间内讨论非扩张型映射对及映射列的公共不动点问题,在满足某些条件下

证明了公共不动点的存在性及其迭代逼近,改进和推广了[ 6~ 8]的主要结果. 为叙述方便,我们

首先引进一些记号和定义.

设N 表示自然数集, N= N G {0} ,

设( E, d )为 ) 非空距离空间, T 1、T 2 是 E 上的自映射对, 对Px I E, 令

0( T 1, T 2, x ) = { x0 = x , x 1 = T 1x , x 2 = T 2x 1, ,, x 2n+ 1 = T 1x 2n, x 2n+ 2 = T 2x2n+ 1, ,} =

{ x n} n I N

表 T 1、T 2在 x 点生成的轨道.

定义 1  若 { xn } n I N满足 lim
n v ]

d ( xn+ 1, xn ) = 0, 则称 { x n } nI N 是渐近正则的. 记 dn+ 1 =

d ( x n+ 1, x n) .

定义 2  设{ E, d}为一非空距离空间, T 1、T 2 是 E 上的自映射对,若对Px , y I E 成立

  d( T 1x , T 2y ) [ max d( x , y ) , d( x , T 2y ) , d ( y , T 2y ) ,
bd( y , T 1x ) + cd ( x , T 2y )

2
,

  bd( x , T 1x ) + cd ( y , T 2y )

2
, (1)

其中 b> 0, c \1且 b+ c [ 2.则称 T 1, T 2 为第( Ö )类非扩张型映射对.

显然当 T 1= T 2,且 b= c= 1时, 即为第( Õ)类非扩张型映射,有关第( Ñ )至( Õ)类非扩张
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型映射可参见文[ 9] .

2  主要结果
定理 1  设 T 1、T 2是一非空紧距离空间( E , d)的自映射对, T 2 连续且对一切 x , y I E 有式

(1)成立,则 T 1、T 2有非空的公共不动点.

证  对 Px I E , 考虑 T 1、T 2 在点 x 生成的轨道 O (T 1, T 2, x ) = { xn } n I N , 因 E 紧, 所以

{ x n} n I N有收敛子列{ x n
i
} i I N ,不妨设 xn

i
v z ( i v ] ) . 所以有

lim
i v ]

d( x 2n
i
+ 1, z ) = 0, lim

i v ]
d ( x 2n

i
+ 2, z )= 0. (2)

而 d( x 2n
i
+ 2, x 2n

i
+ 1) [ d ( x 2n

i
+ 2, z )+ d( x 2n

i
+ 1, z ) ,

所以有 lim
i v ]

d ( x 2n
i
+ 2, x 2n

i
+ 1) = 0. (3)

即{ x2n
i
+ 1} i I N是渐近正则的,类似地可证{ x 2n

i
} i I N也是渐近正则的.

利用三角不等式和式(1)有

d( T 1z , z ) [ d ( T 1z , x 2n
i
+ 2)+ d( x 2n

i
+ 2, z ) = d ( T 1 z , T 2x2n

i
+ 1)+ d ( x 2n

i
+ 2, z ) [ max{ d( z ,

x 2n
i
+ 1) , d( z , T 2x 2n

i
+ 1) , d ( x 2n

i
+ 1, T 2x 2n

i
+ 1) ,

1
2

[ bd ( x 2n
i
+ 1, T 1z )+ cd ( z , T 2x2n

i
+ 1) ] ,

1
2
[ bd ( z ,

T 1z )+ cd( x 2n
i
+ 1, T 2x 2n

i
+ 1) ] } + d ( x 2n

i
+ 2, z ) = max { d ( z , x 2n

i
+ 1 ) , d ( z , x 2n

i
+ 2) , d2n

i
+ 2,

1
2

[ bd

( x 2n
i
+ 1, T 1z ) + cd ( z , x 2n

i
+ 2) ] ,

1
2 [ bd( z , T 1z )+ cd 2n

i
+ 2] }+ d ( x 2n

i
+ 2, z ) .

上式中令 i v ] ,注意到式(2)、(3)有

d ( T 1z , z ) [ b
2
d ( T 1z , z ) .

因0< b [ 1,所以上式蕴含 T 1z= z .

注意到 T 2的连续性及{ x 2n
i
} i I N的渐近正则性有

0= lim
i v ]

d( x2n
i
+ 1, x 2n

i
)= lim

i v ]
d( x2n

i
+ 1, T 2x 2n

i
- 1)= d( z , T 2z ) ,

所以  T 2z= z ,从而 T 1, T 2 有公共不动点且非空.

定理 2  设 T 1, T 2, ( E, d)同定理 1,且对一切 x , y I E ,有下式成立

d ( T 1x , T 2y ) [ max{ d( x , y ) ,
1
2 [ d ( x , T 2y )+ d ( y , T 1x ) ] ,

1
2 [ d ( x , T 1x )+ d( y , T 2y ) ] } ,

(4)

则¹ T 1, T 2的不动点集重合且非空; º T 1, T 2 的不动点集是闭集.

证  显然式(4)是式(1)的一种特殊情形,从而由定理 1知, T 1、T 2 一定存在不动点. 下面证

明 T 1, T 2的不动点集重合.事实上,设 M是T 1的任意不动点,由式(1)有

d (M, T 2M)= d( T 1M, T 2M) [ max{0, 1
2
[ 0+ d(M, T 2M) ] ,

1
2
[ d (M, T 2M)+ 0] }= 1

2
d (M, T 2M) ,

所以上式蕴含  T 2M= M, 即M也是T 2 的不动点.类似地可证T 2的任意不动点也是 T 1 的一

不动点,即 ¹得证.以下证明º :

不妨设 T 1, T 2的公共不动点集为 G, 由 ¹ 知 G X <, Pp n I G, n = 1, 2, ,, 设 p n v p ( n v

] ) , 则

d ( T 1p , p ) [ d( T 1p , p n) + d( p n, p )= d ( T 1p , T 2pn )+ d( pn , p ) [
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max{ d( p , p n) ,
1
2
[ d ( p , T 2pn )+ d( pn , T 1p ) ] ,

1
2
[ d ( p , T 1p )+ d ( p n, T 2p

n
) ] }+ d ( p n, p )=

max{ d( p , p n) ,
1
2
[ d ( p , pn )+ d( pn , T 1p ) ] ,

1
2
[ d ( p , T 1p )+ 0] }+ d( pn , p ) .

令 n v ] ,由上式可得

d ( T 1p , p ) [ 1
2
d ( p , T 1p ) .

上式蕴含  T 1p= p .类似地可证  T 2p = p ,即 p 亦是T 1, T 2 的公共不动点, 所以 G 是闭集.

注  本定理是丁协平[ 8]中定理 1的推广,因为我们去掉了条件( i) .

推论 1  设 T 1, T 2是紧距离空间( E , d )的自映射对, T 2连续,对一切 x , y I E 有

d ( T 1x , T 2y ) [ ad( x , y )+ b [ d ( x , T 1x )+ d ( y , T 2y ) ] + c[ d( x , T 2y ) + d( y , T 1x ) ] ,

其中 a, b , c是非负实数, a+ 2b+ 2c [ 1, a + 2c< 1,则 T 1, T 2有唯一公共不动点.

注  丁协平文[ 8]的推论 1与 Seelbach[ 7]的主要结果都是本推论 1的推广.

定理 3  设 T 1, T 2, ( E , d )同定理 1,对一切 x , y I E 式( 4)成立.则对每一 x I E, O(T 1, T 2,

x )= { x n} n I N收敛于T 1, T 2的公共不动点.

证  由定理 2知, T 1, T 2 有公共不动点 u,由式(4)可证

d( T 1x , u)= d ( T 1x , T 2u) [ max{ d( x , u) ,
1
2
[ d( x , u) + d( T 1x , u) ] } ,

上式蕴含 d( T 1x , u) [ d ( x , u) . Px I E . (5)

类似地有 d( T 2x , u) [ d ( x , u) . Px I E .

考虑 T 1, T 2在点 x 处生成的轨道O(T 1, T 2, x )= { xn } nI N , 及上述两不等式可证

d ( x n+ 1, u) [ d ( x n, u ) [ , [ d( x , u) ,

即{ d( xn , u) } n I N是单调非增序列,故收敛.

另因 E 紧,故{ x n} n I N必存在收敛子列{ x n
i
} i I N , 不妨设 x n

i
v z ( i v ] ) , 由定理 2知, z I

Fix ( T 1)= Fix ( T 2) ( T 1, T 2的不动点集) .由序列{ d ( x n, u) } n I N的收敛性得

lim
nv ]

d( xn, z )= lim
i v ]

d( xn
i
, z )= 0,

即{ xn} n I N收敛于T 1, T 2的不动点.

注  丁协平文[ 8]之定理 3是本定理的特殊情形.

定理 4  设 T 1, T 2, ( E, d)同定理 1,对一切 x , y I E ,式(4)成立. 则对 Px I E , { O( T 1, T 2,

x )= { x n} n I N收敛于T 1, T 2 的公共不动点的充要条件是存在 E 的非空闭子集G, 使得

1)  d( T 1x , p ) [ d( x , p ) ,

  d( T 2x , p ) [ d( x , p ) ,  Pp I G;

2) lim
nv ]

d( xn , G)= 0.

其中  d( x , G )= inf
y I G

d ( x , y ) .

证  必要性  设 Fix( T 1, T 2)表示 T 1, T 2的不动点集合, 取 G= Fix ( T 1, T 2) ,由定理 2知 G

是非空的闭集. 且由式(5)知 1)成立.对Px I E ,设 x n vu I G( n v ] ) ,则

lim
n v ]

d ( x n, G) = lim
nv ]

inf { inf
p I G

d ( x n, G) } [ lim
nv ]

infd ( x n, u) = 0,

所以 2)亦成立.

充分性显然.
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设( E, d )是一非空距离空间, { T i } i I + ( + 是一指标集, 可数或不可数) ,对 Px I E ,令

O(T i , Tj , x )= { x 0= x , x 1= T ix 0, x 2= Tjx1, ,, x 2n+ 1=

T ix 2n , x 2n+ 2= Tjx 2n+ 1, ,}= { xn } n I N . (6)

定理 5  设{ T i } i I + ( + 是指标集)是非空紧距离空间( E, d )中的映象集, 对 Px , y I E , i , j

I + 有下式成立

d ( Tix , T jy ) [ max{ d( x , y ) ,
1
2
[ d( x , T jy ) + d( y , T ix ) ] ,

1
2
[ d ( x , Tix )+ d ( y , Tjy ) ] } , (7)

则1) { T i } i I +的不动点集重合且非空.

2) { T i } i I +的不动点集是闭集.

3) { x n} n I N收敛子{ T i } i I +的一公共不动点.

证  对任意取定的 i , j I +, i X j , 按 (6)式构造点列{ xn } n I N , 仿文[ 8]引理的证明数列

{ dn+ 1} n I N是单调非增的,故收敛. 另因 E 是紧 的, 故{ x n } n I N存在收敛子列{ xn
k
} k I N ,不妨设

为 xn
k
v z ( k v ] ) ,所以有

lim
k v ]

d ( x 2n
k
, z )= 0, lim

k v ]
d ( x 2n

k
+ 1, z ) = 0. (8)

利用三角不等式及上述两式可推得

lim
k v ]

d 2n
k
= 0,

而 { d2n
k
} k I N < { dn

k
} k I N < { dn} n I N ,

故 lim
nv ]

dn= 0, (9)

即{ xn} n I N是渐近正则的.

利用三角不等式及式(7)有

 d( T iz , z ) [ d ( T iz , Tjx 2n
k
+ 1)+ d ( Tjx 2n

k
+ 1, z ) [

 max{ d( z , x 2n
k
+ 1) ,

1
2
[ d( z , Tjx 2n

k
+ 1)+ d( x 2n

k
+ 1, Tiz )] ,

1
2
[ d( z , Tiz )+ d( x2n

k
+ 1, Tjx 2n

k
+ 1) ] }+

 d( x 2n
k
+ 2, z )=

 max{ d( z , x 2n
k
+ 1) ,

1
2
[ d( z , x 2n

k
+ 2)+ d( x 2n

k
+ 1, Tiz ) ] ,

1
2
[ d( z , Tiz )+ d2n

k
+ 2] }+ d (x 2n

k
+ 2, z ) ,

上式两端令 k v ] ,并注意到式(8) , (9) ,

可推得 d ( T iz , z ) [ 1
2
d ( T iz , z ) ,

所以 T iz= z .

现设 M是T i的任意不动点,利用式(7)可证 M亦是Tj 的不动点.

同理可证 Tj 的任意不动点亦是Ti 的不动点.因而两映射的不动点集重合.

由 i , j 的任意性知, { T i } i I +的不动点集重合且非零.

仿定理2之 º ,可证{ T i } i I +的不动点集是闭集.

仿定理3可证   x n v z  ( n v ] ) .

有关非扩张映象在非线性半群等分支的应用有待进一步讨论.
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The Fixed Point of Some Nonexpansive Mappings

YANG L-i ping

( Dept. of Mathematics and Physics, GDUT , Guang zhou 510090, China)

Abstract:The common fixed points and its iteration are discussed on compact metric space for some nonex-

pansive mappings,which improve seelbach and Ding xiepingcs main results.
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